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Дослідження фізичних об’єктів та процесів 
вимагає їх чисельного опису, представлення 
взаємозалежностей параметрів, якими опису-
ється об’єкт або процес. Найбільша когнітив-
ність притаманна візуальному представленню 
чисельного опису – представлення залежностей 
кривими або поверхнями, що залежить від вза-
ємозалежності параметрів. Найчастіше число-
вий опис базується на експериментальних да-
них. Такі дані є дискретною множиною. Залеж-
но від кількості незалежних параметрів дані 
можуть бути представлені дискретними криви-
ми або дискретними поверхнями. 
Якщо задавати незалежні параметри з пев-
ним кроком, то результати експериментів бу-
дуть задані на регулярній сітці, але не завжди є 
така можливість, тому часто дані представлені 
на нерегулярній сітці. 
Перетворення дискретно заданої функції в 
неперервний вигляд – це важлива задача. Різне 
фізичне походження дискретних даних вимагає 
окремих способів і схем інтерполяції. Відомі  
B-сплайн, NURBS та ін. [1, 2, 3]. 
Неперервна модель повинна володіти гео-
метричними властивостями (також і диферен-
ційними), які відповідають фізичній природі 
дискретних даних. 
Багато технічних задач вимагає побудови 
неперервних кривих або поверхонь певного 
порядку геометричної гладкості, часто за відсу-
тності додаткової інформації стосовно кривини 
в точках заданого масиву або на границях за-
дання поверхні. 
Для розв’язання таких задач можна вико-
ристовувати кускову або неперервну інтерпо-
ляцію. Кожна з них володіє перевагами та не-
доліками, тому їх вибір залежить від кожної 
реальної задачі. Параметризація, яка викорис-
товується при інтерполяції теж залежить від 
фізичної природи даних та від способу їх одер-
жання. Наприклад, моделювання реальної све-
рдловини базується на основі інклінометричних 
даних, тому зручно застосувати для моделю-
вання просторової кривої натуральну парамет-
ризацію і постійний крок даних. 
Кускова інтерполяція потребує координації 
або визначення значень похідних в точках-
вузлах. 
Неперервна інтерполяція має свої перева-
ги. Серед корисних властивостей цього методу 
– забезпечення заданого порядку гладкості (без 
додаткової інформації). До недоліків відно-
ситься довжина многочлена інтерполяційної 
функції. 
Інтерполяційну функцію представляють 
сумою функцій-доданків. 
Зручно використовувати функції, які ма-
ють дзвоноподібні графіки. Дзвоноподібні гра-
фіки властиві тригонометричним функціям, 
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Експериментальні дані часто представляють 2-D або 3-D дискретною множиною точок. Різне фізич-
не походження дискретних даних вимагає застосування окремих інтерполяційних схем. Візуалізація фізич-
них процесів і об'єктів вимагає побудови безперервних кривих або поверхонь певного порядку гладкості, най-
частіше за відсутності додаткової інформації про кривизну у вузлових точках або на границі. Розглядаєть-
ся використання різних інтерполяційних схем на основі сум функцій з дзвоноподібними графіками для таких 
інтерполяційних задач. 
Ключові слова: дискретні множини, дискретний ряд інтерполяційні схеми, інтерполяційні функції, ін-
терпольовані поверхні. 
 
Экспериментальные данные часто представляют 2-D или 3-D дискретным множеством точек. От-
личие в физическом происхождении дискретных данных требует использования разлічных интерполяцион-
ных схем. Визуализация физических процессов и объектов требует построения непрерывных кривых или 
поверхностей определенного порядка гладкости, чаще всего при отсутствии дополнительной информации 
о кривизне в узловых точках или на границе. Рассматривается использование различных интерполяционных 
схем на основе сумм функций с колоколообразными графиками для таких интерполяционных задач.  
Ключевые слова: дискретные множества, дискретный ряд интерполяционные схемы, интерполяцион-
ные функции, интерполированные поверхности. 
 
Frequently the experiment data represent a 2-D or 3-D discrete set of points. The different physical sourses of 
discrete data demands different interpolation patters. Visualization of physical processes and objects demands
construction of the continuous curves or surfaces of the defined level of geometric continuity, frequently for lack of 
the additional information on curvature of the set points or polygon boundaries. This article develops a calculus for 
solving that interpolation problem by using the different interpolation patters based on the sum of bell-shaped basis 
functions. 
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і т.д. Використання таких функцій для пласкої 
та просторової кривої розглядалося в [4, 5]. По-
дібні графіки властиві і дробово-раціональним 
функціям. Таким функціям властивий обмеже-
ний ефективний інтервал [6]. 
Зручно уявити графік поверхні, представ-
леної сумарною функцією, як суперпозицію 
дзвоноподібних графіків функцій-доданків по-
верхонь, що мають вертикальні осі у вузлах 
(тобто у точках, в яких задане значення функ-
ції). 
В загальному вигляді інтерполяційна фун-
кція для поверхні запишеться як 
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де s, u, v – координати простору побудови фун-
кції, ui, vi – значення координат у вузлових точ-
ках, Вi – функції, що мають здебільшого одна-
кову структуру. 
Якщо за параметри поверхні прийняти де-
картові координати, то інтерполяційна функція 
визначиться 
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де: ia  – коефіцієнти базових функцій; iB , ix і 
iy  – координати вузлів поверхні. 
Для описання просторової кривої в явному 
вигляді залежність запишеться як 
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де параметром зміщення функцій-доданків оби-
рається ордината точки дискретного ряду ix . 
Для параметричного задання кривої функ-
ція набуде вигляду 
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де ijt  – параметр зміщення, яким може бути 
номер точки дискретного ряду, або довжина 
дуги (переважно апроксимована відстанню між 
вузлами точок). В декартовій системі коорди-
нат jx  прийме значення координат x , y  та z  
(для просторової кривої). 
Для того, щоб обрати конкретну базову 
функцію (функцію-доданок) і її керуючі пара-
метри, необхідно знати активну зону та вплив 
параметрів на функції [6]. 
Розглянемо одну з найпростіших дробово-
раціональних функцій, які можна використову-
вати як базову для інтерполяційної функції у 
вигляді 
)1/(1 2xky  .                      (5) 
Вона характеризується одним керуючим 
параметром k , що є зручним при обмеженій 
інформації про характеристики дискретної по-
верхні. 
Інтенсивність впливу функції на перифе-
рійні ділянки залежить від значення k . 
Базовими функціями в інтерполяційній 
функції можуть бути і більш складні дробово-
раціональні функції, але в деяких задачах мала 
кількість керуючих параметрів – швидше пере-
вага, ніж недолік. 
Розглянемо як тестову пряму y(x) = x дис-
кретно задану множиною з десятьох точок. Для 
плоскої кривої інтерполяційна функція вигля-
дає  
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Добре видно, що зміна керуючого параме-
тра інтерполяції призводить до зміни точності 
інтерполяції на такий же порядок (рис. 1). 
  а) 
  б) 
a) k=0.1;    б) k =1 
Рисунок 1 – Абсолютна похибка  
інтерполяційної функції (6) 
 
Якість інтерполяційної функції для плоскої 
кривої можна характеризувати функцією кри-
вини (рис. 2). Навіть при більшому зі значень 
керуючого параметра функція кривини інтер-
поляційної функції, попри існування осциляцій, 
має мізерну абсолютну похибку відносно непе-
рервної. 
Хоча у разі використання єдиного значен-
ня керуючого параметру ijk  його зменшення 
призводить до зменшення осциляції самої кри-
вої та згладжує диференційні параметри при 
різних видах функцій-доданків, проте у всіх 
випадках на границях інтерполяційної зони 
спостерігається посилення осциляцій як кривої, 
так і її диференційних параметрів [8]. 
Розглянемо, як поводитиме себе інтерпо-
ляційна крива та функція її кривини, якщо ви-
користати різні значення керуючого параметра 
ijk  в одній формулі. Результати проілюструємо 
одним із тестових розрахунків – дискретним 
рядом координат x , y  – точок, розташованих 
на колі радіусом 10. 
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  а) 
  б) 
a) k =0.1;   б) k =1 
Рисунок 2 – Кривина інтерполяційної  
функції (6) 
 
Використаємо як незалежний параметр k , 
а i, j – номери заданих точок. Використання 
меншого значення ijk  в першій і останній точ-
ках (i=1, 10) призводить до загального згла-
дження кривої, що визначає кривину інтерпо-
ляційної кривої (рис. 3). 
 
  а) 
  б) 
а) за керуючого параметра kij=1;   
б) за того ж значення керуючого  
параметра kij (крім k1j = k10j= 0.1) 
Рисунок 3 – Інтерполяційна крива  
на основі функції (6) та її кривина 
 
Ще більший вплив на згладження функції 
кривини мало використання менших значень 
“крайових” керуючих параметрів при парамет-
ричній інтерполяції координат на основі різних 
функцій, наприклад )(tx  – на основі функції 
(6), а )(ty  – на основі експотенціальної функції 
(рис. 4). 
 а) 
 б) 
а) за керуючого параметра kij=1; 
б) за того ж значення керуючого параметра 
kij (крім k1j = k10j= 0.1) 
Рисунок 4 – Кривина інтерполяційної кривої 
на основі функції (6) для x(t) та на основі 
експотенціальної функції для y(t) 
 
Якщо ускладнити інтерполяційну функцію, 
задавши залежність керуючого параметра ijk  
від номера точки (а точніше від її положення на 
інтерполяційному інтервалі), можна змінити 
поведінку функції кривини. Використання різ-
них значень керуючого параметра ijk  в одній 
функції призводить або до зменшення стрибків 
кривини на краях інтерполяційного інтервалу, 
або до її згладження всередині інтервалу (рис. 5). 
Побудуємо поверхню на основі вказаної 
вище дробово-раціональної функції (4) 
)1/(1 22 mykxz  .               (7) 
Якщо mk   функція (5) – буде функцією 
поверхні обертання (рис. 6). 
Використавши (2) і (5), в загальному ви-
гляді інтерполяційна функція запишеться як 
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де: ik  і im  – параметри керування (підбира-
ються залежно від початкових даних і схеми 
інтерполяції). Їх вплив на результуючу поверх-
ню розглянуто в [6]; it  і ip  – параметри змі-
щення осі обертання фінкції-доданку. В загаль-
ному випадку it  і ip  – координати точок маси-
ва інтерполяції. Якщо масив регулярний (як і 
для інтерполяції кривих), цими параметрами 
можуть бути індекси цих точок в масиві. Кое-
фіцієнти ia  розраховуються з умови єдиності 
системи лінійних рівнянь. Умова – поверхня 
інтерполяції проходить через всі точки масиву. 
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  а) 
  б) 
 в) 
а) у разі збільшення значення kij від країв  
до середини інтерполяційного інтервалу; 
б) у разі зменшенні значення kij від країв  
до середини інтерполяційного інтервалу, 
в) у разі збільшення значення kij від країв  
до середини інтерполяційного інтервалу  
для x(t) і навпаки – для y(t) 
Рисунок 5 – Кривина інтерполяційної кривої 
на основі функції (6) 
 
  а) 
  б) 
a) k  m,  б) k = m 
Рисунок 6 – Поверхні (7) 
Якщо відомі диференційні характеристики 
в вузлах, то кількість рівнянь в системі збіль-
шується, що уможливлює розрахунок коефіціє-
нтів ik  і im , але система рівнянь вже не буде 
лінійною. 
Для ілюстрації проведених досліджень 
представимо як тестову частину площини 
1010  x  і 1010  y .  
105.05.0),(  yxyxz .          (9) 
Також проілюструємо інтерполяцію на че-
твертині сфери з центром в початку координат 
та радіусом R=10.  
Для тестування вибраний нерівномірний 
масив точок (рис. 7). 
 
  а) 
  б) 
Рисунок 7 – Розміщення вузлів на тестованій 
площині (9) (а) та сфері в плані (б) 
 
Дослідження впливу параметрів k  свід-
чить, що зменшення їх значень призводить до 
зменшення осциляцій і деформації, особливо на 
контурі заданого відсіка (рис. 8 і 9). Але в той 
же час призводить до збільшення зони впливу 
окремого доданка, що ускладнює розбивання 
многочлена на менші многочлени. 
При порівнянні тестових представлень 
площини дробово-раціональною та Гауссовою 
функціями видно, що для функції Гауса інтен-
сивність впливу параметра k  є значно біль-
шою, тому в граничних вузлах краще викорис-
товувати функцію Гаусса і менший параметр k  
(особливо у разі нерівномірного їх задання). 
Важливою характеристикою для інтерпо-
ляційної функції є її точність (рис. 10 і 11). 
Якість інтерполяційної функції для повер-
хні можна характеризувати функцією Гауссової 
кривини. Найпростіше прослідкувати відповід-
ність кривизни тестовій поверхні на прикладі 
площини (рис. 12). Як засвідчили дослідження, 
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 а) 
  б) 
a) k = 0.1,  б) k = 0.01 
Рисунок 8 – Площина,  
інтерпольована функцією (8) 
  а) 
  б) 
a) k = 0.1,  б) k = 0.01 
Рисунок 9 – Сфера,  
інтерпольована функцією (8) 
  а) 
  б) 
a) k = 0.1,  б) k = 0.01 
Рисунок 10 – Абсолютна похибка  
інтерполяційної функції (8) та тестової (9) 
  а) 
  б) 
a) k = 0.1,  б) k = 0.01 
Рисунок 11 – Абсолютна похибка  
інтерполяційної функції (8) сфери 
 
  а) 
  б) 
a) k = 0.1,  б) k = 0.01 
Рисунок 12 – Гауссова кривина  
інтерполяційної функції площини 
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зменшення значення параметра k  на порядок 
зменшує похибку Гауссової кривини інтерпо-
ляційної функції на два порядки. 
Як би не осцилювала функція кривини, во-
на завжди залишається неперервною функцією, 
що є важливим, а головне, відповідає природі 
багатьох фізичних процесів. 
 
Висновки 
 
Дискретно задані криві та поверхні при пе-
ретворенні їх в неперервний вигляд для більшої 
достовірності моделі потребують різної поведі-
нки кривини залежно від фізичної природи да-
них. Зменшення значення параметрів керування 
інтерполяційної функції згладжує інтерпольо-
вану поверхню, але при цьому розширює зону 
впливу функції-доданку. Використання різних 
значень керуючого параметра, а також поєд-
нання різних типів функцій-доданків в одній 
інтерполяційній функції дає можливість ство-
рювати неперервні моделі з необхідними об-
меженнями на поведінку кривини. Підбором 
функції керуючого параметра від номера точки 
дискретного ряду можна змінювати поведінку 
кривини інтерполяційної кривої. 
Дослідження схем інтерполяції для ство-
рення неперервної моделі, а також залежності 
поведінки інтерполяційної моделі від керуючих 
параметрів, дає можливість підбирати необхід-
ні параметри інтерполяції для конкретної зада-
чі. 
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